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Resume
Le th$eor%eme classique de Cartier–Milnor–Moore–Quillen donne une $equivalence entre la
cat$egorie des big%ebres cocommutatives connexes et la cat$egorie des alg%ebres de Lie. On $etablit ici
une $equivalence analogue entre la cat$egorie des big%ebres dendriformes connexes et la cat$egorie
des alg%ebres braces. Cette $equivalence est donn$ee par le foncteur “Prim” des $el$ements primitifs
d’un big%ebre dendriforme et le foncteur “alg%ebre dendriforme enveloppante” d’une alg%ebre brace.
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Abstract
The classical theorem of Cartier–Milnor–Moore–Quillen gives an equivalence between the
category of connected cocommutative bialgebras and the category of Lie algebras. We establish
an analogous equivalence between the category of connected dendriform bialegebras and the
category of brace algebras. It is given by the primitive elements functor and the “enveloping
dendriform algebra” of a brace algebra. c© 2002 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
MSC: 18D50; 16W30; 17B35
0. Introduction
On $etudie ici un analogue du couple form$e par une alg%ebre de Lie et son alg%ebre
associative enveloppante. Le roˆle de la notion d’alg%ebre associative est jou$e par celle
d’alg%ebre dendriforme, introduite par Loday [12–14] comme structure duale au sens
des op$erades de celle de dig%ebre. Le roˆle de la notion d’alg%ebre de Lie est tenu par les
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alg%ebres braces, apparues d’abord dans les articles de Kadeishvili [9] et Getzler [7] sur
l’homologie des alg%ebres A∞, et plus r$ecemment dans les travaux sur le complexe de
Hochschild et la conjecture de Deligne, notamment ceux de Kontsevich et Soibelman
[11] et de Gerstenhaber et Voronov [6,5]. La notion d’alg%ebre pr$e-Lie issue des travaux
de Gerstenhaber [4] et Vinberg [21] joue aussi un roˆle dans la suite.
On interpr%ete en termes d’op$erades un r$esultat de Ronco qui montre qu’une alg%ebre
dendriforme est en particulier une alg%ebre brace [20]. On extrait des travaux de Kont-
sevich et Soibelman [11] une description de l’op$erade des alg%ebres braces en termes
d’arbres.
On d$eMnit ensuite l’alg%ebre dendriforme enveloppante d’une alg%ebre brace B, not$ee
U˜(B). Par analogie avec le fait que l’alg%ebre associative enveloppante d’une alg%ebre de
Lie est une big%ebre, on montre que l’alg%ebre dendriforme enveloppante d’une alg%ebre
brace est une big%ebre dendriforme (alg%ebre de Hopf dendriforme dans la terminologie
de Ronco).
Si W est une big%ebre dendriforme, il est d$emontr$e dans [20] que l’ensemble Prim(W )
des $el$ements primitifs pour la structure de cog%ebre sous-jacente est une sous-alg%ebre
brace de W .
On montre que, si B est une alg%ebre brace, alors B=PrimU˜(B) et que, r$eciproquement,
si D est une big%ebre dendriforme connexe (comme cog%ebre), alors D  U˜(Prim(D)).
On obtient ainsi une $equivalence de cat$egories qui forme un analogue dendriforme=brace
du th$eor%eme de Cartier–Milnor–Moore–Quillen [17].
Ce travail a commenc$e par l’$etude du foncteur adjoint au foncteur d’oubli des
alg%ebres dendriformes dans les alg%ebres pr$e-Lie, pour comprendre les liens entre alg%ebres
dendriformes libres et alg%ebres enveloppantes des alg%ebres pr$e-Lie libres vues comme
alg%ebres de Lie. Par la suite, en prenant connaissance de l’article de Ronco [20]
faisant intervenir les alg%ebres braces, il est apparu que le bon cadre pour obtenir une
$equivalence de cat$egories $etait celui des alg%ebres braces. Cette $equivalence pourrait
avoir une application %a la cohomologie des dig%ebres, notamment dans l’esprit du pro-
gramme initi$e par Loday en K-th$eorie [13]. Par ailleurs, cette $equivalence associe en
particulier aux exemples connus d’alg%ebres braces des big%ebres (au sens usuel) ni com-
mutatives ni cocommutatives, qui diP%erent radicalement des big%ebres du type “groupe
quantique”, notamment par leur connexit$e.
1. Rappels sur quelques operades
1.1. Alg2ebres dendriformes et autres
On rappelle ici, pour la commodit$e du lecteur et pour les notations, la d$eMnition des
diP$erents types d’alg%ebres utilis$es. Les notions d’alg%ebre dendriforme et d’alg%ebre de
Leibniz duale ont $et$e introduites et d$evelopp$ees par Loday, voir [12–14]. Les alg%ebres
pr$e-Lie ont $et$e introduites ind$ependamment par Gerstenhaber [4] et Vinberg [21]. On
renvoie aussi %a [3] pour des r$esultats sur l’op$erade correspondante.
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Une alg%ebre dendriforme est un espace vectoriel W muni de deux produits not$es ≺
et  de W ⊗W dans W tels que
(x ≺ y) ≺ z = x ≺ (y ≺ z) + x ≺ (y  z); (1)
(x  y) ≺ z = x  (y ≺ z); x  (y  z) = (x  y)  z + (x ≺ y)  z: (2)
Si (W;≺;) est une alg%ebre dendriforme, on note ∗ le produit associatif d$eMni par
x ∗ y = x ≺ y + x  y et WAs l’alg%ebre associative (W; ∗).
Une alg%ebre pr$e-Lie est un espace vectoriel W muni d’une op$eration ◦ :W⊗W → W
telle que (x ◦ y) ◦ z − x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ z) ◦ y − x ◦ (z ◦ y). Si (W; ◦) est une alg%ebre
pr$e-Lie, on note [ ; ] le crochet de Lie d$eMni par [x; y] = x ◦ y− y ◦ x et WLie l’alg%ebre
de Lie (W; [ ; ]).
Une alg%ebre de Leibniz duale ou Zin-alg%ebre est un espace vectoriel W muni d’un
produit · : W ⊗W → W tel que (x · y) · z = x · (y · z) + x · (z · y). Si (W; · ) est une
Zin-alg%ebre, on note ∗ le produit associatif et commutatif d$eMni par x ∗y= x ·y+y · x
et WCom l’alg%ebre associative commutative (W; ∗).
Si (W;≺;) est une alg%ebre dendriforme, on note ◦ le produit pr$e-Lie d$eMni par
x ◦ y = x ≺ y − y  x et WPreLie l’alg%ebre pr$e-Lie (W; ◦).
En posant y  x = x ≺ y = x · y, on peut consid$erer une Zin-alg%ebre W comme
une alg%ebre dendriforme, qui est sym$etrique au sens o%u x ≺ y = y  x, pour tous x; y
dans W . Il y a $equivalence entre la notion d’alg%ebre dendriforme sym$etrique et celle
de Zin-alg%ebre, voir [14, 7.2].
En r$esum$e, on a le diagramme commutatif suivant de morphismes d’op$erades:
Zin ←−−−−− Dend ←−−−−− PreLie


Com ←−−−−− As ←−−−−− Lie;
(3)
o%u la ligne inf$erieure est bien connue.
Si P= (P(k))k¿1 est une op$erade telle que P(1) soit engendr$e par l’identit$e, alors
il existe un morphisme naturel de P dans l’op$erade triviale (r$eduite %a l’identit$e). On
note P+ = (P(k))k¿2 le noyau de ce morphisme d’augmentation.
Les deux lignes du diagramme (3) sont exactes au sens suivant: on a Com 
As=〈Lie+〉 et Zin  Dend=〈PreLie+〉, o%u 〈 〉 d$esigne l’id$eal engendr$e. Ceci signiMe que
les alg%ebres commutatives sont exactement les alg%ebres associatives dont le crochet de
Lie sous-jacent est nul. La proposition similaire pour les Zin-alg%ebres est l’identiMcation
d$ecrite plus haut avec les alg%ebres dendriformes sym$etriques.
Si P est une op$erade, on notera P-Alg la cat$egorie des P-alg%ebres.
1.2. Alg2ebres braces et arbres
On d$eMnit une op$erade APE sur les arbres enracin$es plans, qui est une sous-op$erade
de l’op$erade minimale M introduite par Kontsevich et Soibelman [10,11]. On en donne
ensuite une pr$esentation par g$en$erateurs et relations qui permet de l’identiMer avec
l’op$erade Brace des alg%ebres braces utilis$ees par Gerstenhaber et Voronov [5,6]. Cette
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Fig. 1. Angles d’un arbre plan.
description en termes d’arbres pr$esente l’avantage de rendre visuelle la combinatoire des
produits braces. Les produits braces ont $et$e g$en$eralis$es par Akman [1,2] en des produits
multi-braces, dont l’$eventuelle relation avec ce qui suit reste %a clariMer. On montre que
le morphisme PreLie→ Dend se factorise via l’op$erade Brace, le morphisme Brace→
Dend $etant une interpr$etation en termes d’op$erades de r$esultats de [20].
Soit I un ensemble Mni non vide. On appelle arbre enracin$e plan sur I la donn$ee
d’un graphe connexe sans boucles sur l’ensemble de sommets I , muni d’un sommet
distingu$e appel$e la racine et d’un plongement dans le demi-plan sup$erieur tel que la
racine soit en z$ero. On dessine les arbres avec la racine en bas et on consid%ere les
areˆtes comme orient$ees vers la racine.
Supposons l’arbre T dessin$e dans le demi-disque sup$erieur ouvert
D+ = {(x; y) ∈ R2 |y¿ 0 et x2 + y2 ¡ 1};
sauf la racine plac$ee au point x = y = 0. On appelle angle de T une paire (s; ) o%u
s est un sommet de T et  une composante connexe de B(s) ∩ (D+\T ) o%u B(s) est
un petit disque de centre s. On note Angles(T ) l’ensemble des angles de T . On munit
naturellement Angles(T ) d’un ordre total de gauche %a droite, de la faTcon suivante.
En consid$erant un angle comme une direction issue d’un sommet, on peut tracer un
chemin de chaque angle vers un point du cercle unit$e. On peut aussi supposer que ces
chemins ne se coupent pas. On obtient alors un point du demi-cercle associ$e %a chaque
angle. L’ordre de ces points de gauche %a droite ne d$epend pas des chemins choisis
pourvu qu’ils ne se coupent pas. Ceci d$eMnit l’ordre total voulu, voir la Fig. 1.
Cette notion d’angle est due %a Kontsevich [10,11, pp. 29–30], de meˆme que la
composition de l’op$erade qui suit.
On note APE(I) l’ensemble des arbres enracin$es plans sur I et APE(I) le Z-module
libre sur APE(I). Soit T ∈ APE(I). Si j est un sommet de T , on note Entr(T; j)
l’ensemble totalement ordonn$e de gauche %a droite des areˆtes entrantes en j. On peut
alors consid$erer l’ensemble des fonctions croissantes au sens large de Entr(T; j) dans
Angles(S).
On d$eMnit une op$erade APE sur les modules APE(I). La composition d’un arbre
S ∈APE(I) au sommet j d’un arbre T ∈APE(J ) est d$eMnie par
T ◦j S =
∑
f:Entr(T;j)→Angles(S)
T ◦fj S; (4)
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Fig. 2. Quelques termes d’une composition.
o%u f est une application croissante au sens large et T ◦fj S est l’arbre obtenu par
substitution de l’arbre S au sommet j de T , les areˆtes de T entrantes dans j $etant
greP$ees sur S selon l’application f. On donne un exemple dans la Fig. 2.
Proposition 1. La composition ci-dessus de4nit une operade APE.
Preuve. On v$eriMe ais$ement les axiomes d’unit$e, d’associativit$e et d’$equivariance.
On montre maintenant que l’op$erade APE admet une pr$esentation par g$en$erateurs et
relations qui permet de l’identiMer %a l’op$erade des alg%ebres braces.
On note Corln(1; 2; : : : ; n + 1) ou simplement Corln la corolle %a n feuilles index$ee
par {1; : : : ; n+ 1}, la racine portant l’indice 1, les feuilles les indices 2; : : : ; n+ 1 dans
l’ordre de gauche %a droite. On va prendre des $el$ements Cn correspondant %a ces corolles
comme g$en$erateurs. Les relations entre ces corolles sont celles entre les op$erations
x1{x2; : : : ; xn+1} des alg%ebres braces, voir [6, Eq. (6)] par exemple. Ces relations ex-
priment une composition de corolles %a la racine comme une somme de compositions
multiples aux feuilles.
Proposition 2. L’operade APE est isomorphe au quotient de l’operade libre sur la
famille de generateurs Cn en n+1 variables pour n¿ 1 (on note {x1 | x2; : : : ; xn+1} les
operations correspondantes) par les relations qui s’expriment en termes d’operations
de la fac5on suivante:
{{z | x1; : : : ; xn} |y1; : : : ; ym}
=
∑
{z |Y0; {x1 |Y1}; Y2; {x2 |Y3}; Y4; : : : ; Y2n−2; {xn |Y2n−1}; Y2n}; (5)
o2u la somme porte sur les partitions de l’ensemble ordonne {y1; : : : ; ym} en intervalles
successifs eventuellement vides Y0 unionsq Y1 unionsq · · · unionsq Y2n.
Preuve. On note Brace l’op$erade quotient consid$er$ee. Elle d$ecrit exactement les
alg%ebres braces au sens de [6]. On d$eMnit un morphisme d’op$erades  de l’op$erade
libre sur les Cn dans APE en posant (Cn) = Corln. Comme les corolles v$eriMent les
relations (5), le morphisme  passe au quotient et d$eMnit un morphisme d’op$erades
 : Brace→ APE.
La surjectivit$e de  est claire, car tout arbre s’obtient par composition de corolles
aux feuilles. Le morphisme  est donc surjectif.
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D’autre part, on d$eduit des relations (5) que l’on peut d$eMnir un morphisme surjectif
de Z-modules  de APE(n) sur Brace(n). La compos$ee  ◦  est surjective, donc un
isomorphisme de Z-modules libres. Par cons$equent  est injective, donc bijective et 
est un isomorphisme d’op$erades.
Cette proposition permet d’identiMer les op$erades APE et Brace. On appelle alg%ebres
braces les Brace-alg%ebres. On note B(V ) l’alg%ebre brace libre sur un espace vectoriel V .
On d$eMnit maintenant un morphisme d’op$erades de Brace dans Dend, en reformulant
des r$esultats de Ronco [20].
On d$eMnit par r$ecurrence des $el$ements ↗n et ↘n de Dend:
↗1 (x1) = x1; ↗n (x1; : : : ; xn) = x1 ≺↗n−1 (x2; : : : ; xn); (6)
↘1 (x1) = x1; ↘n (x1; : : : ; xn)=↘n−1 (x1; : : : ; xn−1)  xn: (7)
Par la suite, on notera simplement ↗ et ↘ en omettant le nombre d’arguments lorsque
cela ne preˆte pas %a confusion.
On a alors la proposition suivante:
Proposition 3. Il existe un unique morphisme d’operades  de Brace dans Dend tel
que pour tout n;  (Corln) ∈ Dend(n+ 1) soit l’operation qui 2a x1; : : : ; xn+1 associe
n+1∑
i=1
(−1)i ↗ (x2; : : : ; xi)  x1 ≺↘ (xi+1; : : : ; xn+1); (8)
expression sans ambigu78te par la formule (2); et o2u on convient que les termes pour
i = 1 et i = n+ 1 sont respectivement
x1 ≺↘ (x2; : : : ; xn+1) et ↗ (x2; : : : ; xn+1)  x1: (9)
Preuve. L’unicit$e est claire puisque que les op$erations Corln engendrent Brace.
On peut prouver la compatibilit$e aux relations (5) en adaptant la preuve du Th$eor%eme
3:4 de [20]. On peut aussi en donner une preuve l$eg%erement diP$erente, qu’on ne
d$etaillera pas ici, bas$ee sur la description de l’op$erade Dend en termes d’arbres binaires
plans [14].
Proposition 4. Il existe un unique morphisme d’operades $ de PreLie dans Brace
tel que
$(x1 ◦ x2) = {x1 | x2}: (10)
Ce morphisme est donne par la symetrisation des arbres: si T est un arbre enracine
non-plan indexe par un ensemble I; $(T ) est la somme des arbres enracines plans
isomorphes 2a T comme arbres enracines non-plans.
Preuve. L’unicit$e r$esulte du fait que PreLie est engendr$ee par l’op$eration x1 ◦ x2.
L’existence est un calcul imm$ediat avec la relation qui d$eMnit PreLie. Pour la seconde
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assertion, il suUt alors de v$eriMer que l’application de sym$etrisation d$eMnit bien un
morphisme d’op$erades, ce qui est clair par la forme des compositions en termes d’arbres
dans les op$erades PreLie et Brace, voir [3].
Il est clair que le morphisme compos$e  ◦$ coVWncide avec le morphisme de PreLie→
Dend d$eMni pr$ec$edemment.
2. Complements sur les bigebres dendriformes
On d$eMnit ci-dessous la structure de big%ebre dendriforme, notion due %a Ronco [20],
obtenue ind$ependamment mais plus tard par l’auteur.
2.1. De4nitions
On se place dans toute la suite sur un corps K. On introduit d’abord une notion
d’alg%ebre dendriforme unitaire, voir [14, p. 32, (5.5.4)]. Je remercie M. Ronco pour
m’avoir signal$e un probl%eme dans une version pr$ec$edente de cette d$eMnition.
De"nition 1. On appelle alg%ebre dendriforme unitaire un espace vectoriel W muni
d’une d$ecomposition W =K ·1⊕V et de deux applications ≺; : V ⊗W +W ⊗V → V
telles que (V;≺;) soit une alg%ebre dendriforme et que, pour tout x ∈ V; on ait
1 ≺ x = x  1 = 0 et x ≺ 1 = 1  x = x.
Si D est une alg%ebre dendriforme, alors D˜:=K ·1⊕D est naturellement munie d’une
structure d’alg%ebre dendriforme unitaire. On associe une alg%ebre associative unitaire
augment$ee %a une alg%ebre dendriforme unitaire en posant x ∗ y = x ≺ y + x  y
et 1 ∗ 1 = 1.
A l’aide de la remarque qui identiMe les Zin-alg%ebres aux alg%ebres dendriformes
sym$etriques, on d$eMnit de mani%ere analogue la notion de Zin-alg%ebre unitaire.
Si W est une alg%ebre dendriforme unitaire, on note W+ le second facteur de la
d$ecomposition W =K · 1⊕W+. Un morphisme d’alg%ebres dendriformes unitaires f :
D1 → D2 est une application qui respecte les d$ecompositions et telle que f(1) = 1 et
f : D+1 → D+2 soit un morphisme dendriforme. Ceci d$eMnit la cat$egorie des alg%ebres
dendriformes unitaires, not$ee Dend-Alg-u. Le lemme suivant est $evident.
Lemma 1. Le foncteur D → D˜ de Dend-Alg dans Dend-Alg-u est une equivalence de
categories; de quasi-inverse W → W+.
On appelle alg%ebre dendriforme unitaire Mltr$ee (resp. gradu$ee) une alg%ebre dendri-
forme unitaire W munie d’une Mltration (resp. d’une graduation) (Wn)n¿0 telle que
1 ∈ W0 et si x ∈ Wp et y ∈ Wq, alors x ≺ y ∈ Wp+q et x  y ∈ Wp+q. L’espace
gradu$e associ$e %a une alg%ebre dendriforme unitaire Mltr$ee est naturellement une alg%ebre
dendriforme unitaire gradu$ee.
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La d$eMnition suivante des big%ebres dendriformes diP%ere de celle de Ronco par la
pr$esence d’une unit$e, qui simpliMe quelque peu la forme des axiomes et de certaines
d$emonstrations, au prix d’un certain abus de notation.
De"nition 2. On appelle big%ebre dendriforme une alg%ebre dendriforme unitaire W =
K · 1⊕ V munie d’un coproduit coassociatif ( : W → W ⊗W v$eriMant les conditions
suivantes:
• ((1) = 1 ⊗ 1 et la projection sur K · 1 est une coVunit$e. Ces conditions entraWˆnent,
pour v ∈ V , ((v) ∈ 1⊗ v+ v⊗ 1 + V ⊗ V .
• Le coproduit est compatible aux produits dendriformes, au sens suivant: pour tous
x; y ∈ V , avec la notation de Sweedler,
((x  y) = (x(1) ∗ y(1))⊗ (x(2)  y(2))− (x ∗ y)⊗ (1  1) + (x  y)⊗ 1; (11)
((x ≺ y) = (x(1) ∗ y(1))⊗ (x(2) ≺ y(2))− (x ∗ y)⊗ (1 ≺ 1) + (x ≺ y)⊗ 1; (12)
o%u la soustraction des termes en 1  1 et 1 ≺ 1 est une notation commode pour signiMer
que dans la sommation de Sweedler, on doit omettre l’unique terme correspondant %a
x(2) = y(2) = 1.
On utilisera par la suite sans davantage de commentaires cette convention sur les
termes non-existants en 1  1 et 1 ≺ 1.
Si (W;≺;; () est une big%ebre dendriforme, alors W est en particulier une big%ebre
pour le produit associatif ∗ et le coproduit (.
On appelle big%ebre dendriforme Mltr$ee (resp. gradu$ee) une big%ebre dendriforme mu-
nie d’une Mltration (resp. d’une graduation) qui en fait %a la fois une alg%ebre dendriforme
unitaire Mltr$ee (resp. gradu$ee) et une cog%ebre Mltr$ee (resp. gradu$ee). L’espace gradu$e
associ$e %a une big%ebre dendriforme Mltr$ee est naturellement une big%ebre dendriforme
gradu$ee.
2.2. Elements primitifs d’une big2ebre dendriforme
Si C est une cog%ebre, on note Prim(C) le sous-espace des $el$ements primitifs de C.
On rappelle la proposition suivante [20].
Proposition 5 (Ronco). Si W = K · 1 ⊕ V est une big2ebre dendriforme; l’ensemble
Prim(W ) des elements primitifs de W est une sous-alg2ebre brace de VBrace.
On aura besoin plus loin du lemme suivant.
Lemma 2. Soient (W;≺;; () une big2ebre dendriforme et x1; : : : ; xn des elements
primitifs de W. Alors
((↗ (x1; : : : ; xn)) =
n∑
i=0
↗ (x1; : : : ; xi)⊗ ↗ (xi+1; : : : ; xn); (13)
o%u on convient que ↗ () = 1.
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Preuve. Par r$ecurrence, %a l’aide des formules (11) et (12), voir [20, 2.7], pour plus
de d$etails.
2.3. Alg2ebres dendriformes libres
On rappelle un r$esultat de Ronco [20] sur les alg%ebres dendriformes libres. On
consid%ere l’alg%ebre dendriforme unitaire D˜(V ):=K · 1 ⊕ D(V ) o%u D(V ) est l’alg%ebre
dendriforme libre sur V .
Loday et Ronco ont introduit un coproduit sur D˜(V ) (voir [15] pour le cas de
l’alg%ebre libre sur un g$en$erateur et [20] pour le cas g$en$eral). On a la description
suivante du coproduit (.
Pour x; y ∈ D˜(V ) et v ∈ V , on pose d’abord x v∨y = x  v ≺ y. Alors, le coproduit
( v$eriMe, pour x; y ∈ D˜(V ) et v ∈ V ,
((x
v∨y) = (x v∨y)⊗ 1 + (x(1) ∗ y(1))⊗ (x(2)
v∨y(2)); (14)
et il est enti%erement d$etermin$e par ces relations et la condition ((1) = 1 ⊗ 1. On
remarque que le second terme du membre de droite contient 1⊗ (x v∨y).
Proposition 6 (Ronco). L’alg2ebre dendriforme unitaire D˜(V ); munie du coproduit (;
est une big2ebre dendriforme.
2.4. Foncteurs adjoints
On rappelle le r$esultat suivant de [8, Proposition 1:16].
Proposition 7. Soit  :P→ Q un morphisme d’operades. Le foncteur d’oubli * :Q-Alg
→ P-Alg admet un adjoint 2a gauche; note U*.
La cas particulier qui nous int$eresse ici est le suivant:
Corollaire 1. Le foncteur ()Brace de Dend − Alg dans Brace − Alg admet un adjoint
2a gauche; note U.
Explicitement, si B est une alg%ebre brace, U(B) est le quotient de l’alg%ebre dendri-
forme libre D(B) par l’id$eal dendriforme engendr$e par les $el$ements
 (Corln)(x1; x2; : : : ; xn+1)− Corln(x1; x2; : : : ; xn+1); (15)
pour n¿ 2 et x1; : : : ; xn+1 ∈ B.
Le cas des alg%ebres braces libres B(V ) est particuli%erement simple. On le d$eveloppe
ici pour un usage ult$erieur. Le Corollaire 1:17 de [8] entraWˆne le lemme suivant.
Lemma 3. Les alg2ebres dendriformes U(B(V )) et D(V ) sont isomorphes.
10 F. Chapoton / Journal of Pure and Applied Algebra 168 (2002) 1–18
3. Ideaux et theoreme d’equivalence
3.1. Ideal engendre par l’image de Brace+ dans Dend
La proposition suivante permet d’identiMer l’op$erade quotient de Dend par l’id$eal
engendr$e par  (Brace+).
Proposition 8. Les images de PreLie+ et de Brace+ dans Dend engendrent le meˆme
ideal. L’operade quotient de Dend par cet ideal est l’operade Zin.
Preuve. Il r$esulte de la premi%ere section que Zin est le quotient de Dend par l’id$eal
engendr$e par PreLie+. Il reste donc %a montrer la premi%ere assertion.
Comme $ fait de PreLie une sous-op$erade de Brace, on a clairement une inclusion
〈 ◦ $(PreLie+)〉 ⊂ 〈 (Brace+)〉. Pour montrer la r$eciproque, il suUt de montrer que
 (Corln) appartient %a 〈 ◦ $(PreLie)〉, pour tout n¿ 1.
On rappelle que  (Corln) est, par d$eMnition, l’op$eration qui %a x1; : : : ; xn+1 associe




(−1)i ↗ (x2; : : : ; xi)  x1 ≺↘ (xi+1; : : : ; xn+1): (16)
Pour chaque terme de la somme de i = 2 %a i = n, on utilise la relation
↗ (x2; : : : ; xi)  x1 ≺↘ (xi+1; : : : ; xn+1)
≡ (↗ (x2; : : : ; xi) ∗ ↘ (xi+1; : : : ; xn+1))  x1;
modulo 〈 ◦ $(PreLie)〉. On r$e$ecrit aussi le terme correspondant %a i = 1:
x1 ≺↘ (x2; : : : ; xn+1) ≡↘ (x2; : : : ; xn+1)  x1;
modulo 〈 ◦ $(PreLie)〉. On obtient donc au total




(−1)i(↗ (x2; : : : ; xi) ∗ ↘ (xi+1; : : : ; xn+1))  x1;
c’est-%a-dire une expression de la forme Z  x1, o%u




(−1)i(↗ (x2; : : : ; xi) ∗ ↘ (xi+1; : : : ; xn+1)):
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Le Lemme 2:6 de [20] dit exactement que Z est nul dans Dend, ce qui termine la
d$emonstration.
3.2. Ideal 2a gauche engendre par l’image de Brace+
Si P est une op$erade, em ∈ P(m); fn ∈ P(n) et i ∈ {1; : : : ; m}, on note em ◦i fn
la composition de fn %a la place i de em. On renvoie %a [16] pour la d$eMnition d’une
op$erade.
On rappelle la notion d’id$eal %a gauche d’une op$erade, analogue de celle d’id$eal %a
gauche dans un anneau associatif:
De"nition 3. Un id$eal %a gauche dans une op$erade P est un sous-S-module J tel que
pour tous fn ∈ J(n), em ∈ P(m) et i ∈ {1; : : : ; m}, on ait em ◦i fn ∈ J.
En particulier, un id$eal est aussi un id$eal %a gauche.
Le but de ce paragraphe est de d$emontrer la proposition suivante.
Proposition 9. L’ideal 2a gauche J engendre par l’image de Brace+ dans Dend est
un ideal.
Le lemme suivant est facile et laiss$e au lecteur.
Lemma 4. Soient P une operade et J un ideal 2a gauche de P. Soient E un syst2eme
de generateurs de P comme operade et F un syst2eme de generateurs de J comme
ideal 2a gauche. Alors J co78ncide avec l’ideal engendre par F si et seulement si; pour
tout en dans E(n); tout fm dans F(m) et tout i ∈ {1; : : : ; m}; on a fm ◦i en ∈ J.
Soit J l’id$eal %a gauche engendr$e par l’image de Brace+ dans Dend. On aura besoin
de deux lemmes pr$eliminaires sur le S-module quotient de Dend par J.
Lemma 5. Pour tout entier non nul n; on a dans Dend(n) modulo J;
↗ (xn; : : : ; x1) ≡↘ (x1; : : : ; xn): (17)
Preuve. Par r$ecurrence sur n. La formule est vraie pour n = 1. Soit maintenant n ¿
2 Mx$e et supposons la formule v$eriM$ee pour tous les entiers strictement inf$erieurs %a
n. On a ↗ (xn; : : : ; x1) ≡ xn ≺↗ (xn−1; : : : ; x1), donc par hypoth%ese de r$ecurrence, ↗
(xn; : : : ; x1) ≡ xn ≺↘ (x1; : : : ; xn−1). Ceci se r$e$ecrit modulo J, en ajoutant
 (Corln−1(xn; x1; : : : ; xn−1)),
n−1∑
i=1
(−1)i ↗ (x1; : : : ; xi)  xn ≺↘ (xi+1; : : : ; xn−1): (18)
On va utiliser le sous-lemme suivant dans une seconde r$ecurrence d$ecroissante sur k.
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Sous-Lemme 1. Pour k ¿ 2; modulo J; on a
k∑
i=1




(−1)i ↗ (y1; : : : ; yi)  z ≺↘ (yi+1; : : : ; yk−1): (19)
o2u y1 = x1  x2 et yi = xi+1 pour 26 i 6 k − 1.
Preuve du Sous-Lemme. La diP$erence entre les deux membres est
x1  ( (Corlk−1(z; x2; : : : ; xk)));
qui appartient bien %a J.
Par application r$ep$et$ee du sous-lemme %a la formule (18), on la r$e$ecrit ↘ (x1; : : : ; xn),
ce qui termine la d$emonstration du lemme.
On note Pli(p; q) l’ensemble des permutations de {1; : : : ; p + q} telles que -(p)
¡ · · ·¡-(1) et -(p+1)¡ · · ·¡-(p+ q). Ces permutations sont des battages o%u on
a renvers$e l’ordre d’une des deux parties avant de battre.
Le lemme suivant permet de r$e$ecrire toute op$eration de Dend modulo J comme
une somme sur certains ensembles de battages.
Lemma 6. Pour tous entiers strictement positifs p; q; on a modulo J;
↘ (xp; : : : ; x1)  z ≺↗ (xp+q; : : : ; xp+1) ≡
∑
-∈Pli(p;q)
↘ (x-(1); : : : ; x-(p+q); z):
Preuve. Par r$ecurrence sur le couple (p; q). La formule est vraie pour (p; q) = (1; 1).
Par le Lemme 5, on a, modulo J,
z ≺↗ (xp+q; : : : ; xp+1) ≡↘ (xp+1; : : : ; xp+q)  z ≡↗ (xp+q; : : : ; xp+1)  z:
On en d$eduit que
↘ (xp; : : : ; x1)  z ≺↗ (xp+q; : : : ; xp+1)
≡ (↘ (xp; : : : ; x2)  x1 ≺↗ (xp+q; : : : ; xp+1))  z
+(↘ (xp; : : : ; x1)  xp+q ≺↗ (xp+q−1; : : : ; xp+1))  z:
Ceci permet de conclure sans diUcult$e.
On va maintenant d$emontrer la Proposition 9.
Preuve. D’apr%es le Lemme 4, et en tenant compte de l’automorphisme de Dend donn$e
par la sym$etrie des arbres plans, il suUt de v$eriMer que  (Corln) ◦j ≺ est dans J pour
F. Chapoton / Journal of Pure and Applied Algebra 168 (2002) 1–18 13
tout j. On distingue deux cas, selon que la composition est dans la racine ou dans une
feuille de la corolle, c’est-%a-dire j = 1 ou j¿ 1.
On traite d’abord le cas de la composition %a la racine, c’est-%a-dire




(−1)i ↗ (x1; : : : ; xi)  ((w ≺ t) ≺↘ (xi+1; : : : ; xn)); (21)
ce qui est $egal modulo J, par application du Lemme 5, %a
n∑
i=0
(−1)i ↘ (x1; : : : ; xi)  (t  w ≺↗ (xi+1; : : : ; xn)): (22)
On utilise deux fois le Lemme 6 pour r$e$ecrire ceci comme une somme sur i et sur un
ensemble de battages. Chaque battage s’obtient alors pour deux indices i successifs,
donc contribue par z$ero %a la somme, qui est donc nulle.
On traite de faTcon similaire le cas de la composition dans une feuille, en se ramenant
%a une somme de battages %a l’aide des Lemmes 5 et 6.
3.3. Suites exactes courtes d’operades
Soit P une P-alg%ebre. Alors, l’ensemble J des op$erations de P qui sont nulles dans
P, c’est-%a-dire le noyau du morphisme P→ End(P), forme un id$eal (bilat%ere) au sens
des op$erades. Le lemme suivant est laiss$e au lecteur.
Lemma 7. Soit P une P-alg2ebre; V un sous-espace de P et J un ideal de P.
L’ensemble des operations de P nulles sur V forme un ideal 2a gauche de P. Si
V engendre P comme P-alg2ebre et si les operations de J sont nulles sur V; alors
elles sont nulles sur P.
Soient P une op$erade augment$ee, P+ son id$eal d’augmentation et  :P → Q un
morphisme d’op$erades. On note U* l’adjoint du foncteur * de Q-Alg dans P-Alg
induit par . On a alors la
Proposition 10. On suppose que J; l’ideal 2a gauche de Q engendre par (P+) est un
ideal. On note C l’operade quotient de Q par J. Si P est une P-alg2ebre annulee par
P+; alors U*(P) est une C-alg2ebre; isomorphe 2a la C-alg2ebre libre sur P.
Preuve. Soit 0 l’inclusion de P dans U*(P). Il r$esulte de l’hypoth%ese et de la d$eMnition
de U*(P) que les op$erations (P+) sont nulles sur 0(P). Donc, d’apr%es le Lemme 7, les
op$erations de J sont nulles sur 0(P). Comme U*(P) est engendr$ee comme Q-alg%ebre
par 0(P) et comme, par hypoth%ese, J est un id$eal, il r$esulte du Lemme 7 que les
op$erations de J sont nulles sur U*(P). Par cons$equent, U*(P) est une C-alg%ebre.
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Il reste %a montrer que la C-alg%ebre U*(P), poss%ede la propri$et$e universelle de la
C-alg%ebre libre sur P. Soit Z une C-alg%ebre et $ :P → Z un morphisme d’espaces
vectoriels. Comme Z est aussi une Q-alg%ebre, il existe un unique Q-morphisme $˜ :
FQP → Z prolongeant $. Comme Z est une C-alg%ebre, ce morphisme passe au quotient
pour donner un Q-morphisme X$ : U*(P) → Z tel que X$ ◦ 0= $. Comme U*(P) et Z
sont des C-alg%ebres, X$ est un C-morphisme. EnMn, un tel morphisme est unique, car
P engendre U*(P) comme Q-alg%ebre, donc aussi comme C-alg%ebre.
3.4. Alg2ebre dendriforme enveloppante
On d$eMnit l’alg2ebre dendriforme enveloppante d’une alg%ebre brace B, not$ee U˜(B),
comme l’alg%ebre dendriforme unitaire associ$ee %a U(B).
Proposition 11. U˜(B) est une big2ebre dendriforme.
Preuve. Comme Prim(D˜(B)) est une sous Brace-alg%ebre de D(B), les $el$ements appa-
raissant dans (15) appartiennent %a Prim(D˜(B)), et donc forment un coVWd$eal de D˜(B).
Par le Lemme 8 ci-dessous, l’id$eal dendriforme de D(B) engendr$e par ces $el$ements est
encore un coVWd$eal de D˜(B), donc la structure de big%ebre dendriforme de D˜(B) (voir 2.3)
passe au quotient.
Lemma 8. Si W =K · 1⊕ V est une big2ebre dendriforme et I ⊂ V un co78deal de W;
alors l’ideal dendriforme de V engendre par I est un co78deal de W.
Preuve. Soit I un coVWd$eal de W contenu dans V . Il r$esulte des formules (11) et (12)
que s(I) = I + V ≺ I + I ≺ V + V  I + I  V est aussi un coVWd$eal de W contenu
dans V . On d$eMnit par r$ecurrence
sn(I):=s(sn−1(I)):
Les coVWd$eaux sn(I) sont inclus dans V et forment une suite croissante. Soit alors S(I)
l’union des sn(I) pour n ¿ 1. C’est encore un coVWd$eal de W et il est clair que c’est
l’id$eal dendriforme de V engendr$e par I . Ceci termine la d$emonstration.
On note B(V ) l’alg%ebre brace libre sur un espace vectoriel V .
Par le Lemme 3, l’alg%ebre dendriforme enveloppante U˜(B(V )) est isomorphe %a D˜(V ).
On retrouve ainsi la big%ebre dendriforme des arbres binaires plans, dans la terminologie
de [15], voir le paragraphe 2.3.
3.5. Cas des alg2ebres braces de produits nuls
On appelle alg%ebre brace triviale une alg%ebre brace dont tous les produits { · | · · · }n
sont nuls.
On note Tc(V ) la cog%ebre tensorielle sur V , voir [19; 1:4; 1:5] pour la d$eMnition. On
rappelle que Tc(V ) poss%ede une structure de big%ebre, o%u le coproduit est donn$e par la
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d$econcat$enation et le produit commutatif par les battages, et telle que Prim(Tc(V )) =
V , cf. [19, loc. cit.]. On rappelle deux propri$et$es classiques: Tc(V ) est la cog%ebre
coassociative connexe colibre sur V et, pour V de dimension Mnie, Tc(V ) est duale au
sens gradu$e de l’alg%ebre tensorielle T (V ∗).
On note Z˜(V ) la Zin-alg%ebre unitaire K · 1 ⊕ Z(V ), o%u Z(V ) est la Zin-alg%ebre
libre sur un espace vectoriel V . D’apr%es [14, 7.1], Z˜(V )Com s’identiMe comme alg%ebre
commutative %a Tc(V ). Par cons$equent, Tc(V ) est naturellement une alg%ebre dendriforme
sym$etrique et Z˜(V )com une big%ebre.
Si V est une alg%ebre brace triviale, on a la description suivante de U˜(V ):
Proposition 12. Soit V une alg2ebre brace triviale. Il existe un unique isomorphisme
d’alg2ebres dendriformes unitaires 3 : U˜(V )→ Z˜(V ) qui est l’identite sur V. De plus; 3
est un isomorphisme de cog2ebres.
Preuve. Par la Proposition 9, on peut appliquer la Proposition 10 au morphisme  :
Brace → Dend. Par la Proposition 8, l’op$erade quotient est Zin. Par la Proposition
10, il existe donc un unique isomorphisme dendriforme de U(V ) dans Z(V ) qui est
l’identit$e sur V . Par le Lemme 1, ce morphisme se rel%eve de mani%ere unique en un
isomorphisme d’alg%ebres dendriformes unitaires de U˜(V ) dans Z˜(V ). On obtient la
premi%ere assertion.
Il reste %a v$eriMer que le coproduit sur U˜(V ) d$eMni par la Proposition 11 coVWncide
avec le coproduit de d$econcat$enation sur Z˜(V )=Tc(V ). Explicitons pour cela l’unique
Zin-morphisme de Z(V ) dans U(V ) qui Mxe V . On montre sans diUcult$e que l’image
du tenseur x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn est la classe de l’$el$ement ↗ (x1; : : : ; xn).
Il r$esulte alors du Lemme 2 que le coproduit sur U˜(V ) correspond par l’isomorphisme
%a la d$econcat$enation dans Z˜(V ).
On en d$eduit imm$ediatement le corollaire suivant, qui a aussi $et$e not$e par
Ronco [20].
Corollaire 2. Il existe sur Tc(V ) une structure de big2ebre dendriforme dont la struc-
ture de big2ebre sous-jacente est la structure usuelle de la big2ebre des battages.
3.6. Theor2eme d’equivalence
On dit qu’une big%ebre dendriforme sur K est connexe si la cog%ebre sous-jacente est
connexe au sens de Quillen [18], c’est-%a-dire si le coradical est K et si la Mltration par
le coradical est exhaustive.
Soit D une big%ebre dendriforme et notons B le sous-espace des $el$ements primitifs de
D. D’apr%es la Proposition 5, B est une sous-alg%ebre brace de D+Brace. Par cons$equent,
d’apr%es la propri$et$e d’adjonction du foncteur U, on obtient un morphisme d’alg%ebres
dendriformes de U(B) dans D+, qu’on rel%eve en un morphisme d’alg%ebres dendriformes
unitaires 3 de U˜(B) dans D. On a la proposition suivante.
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Proposition 13. 3 est un morphisme de cog2ebres.
Preuve. La restriction de 3 %a B v$eriMe ( ◦ 3=1 ⊗ 3+3 ⊗ 1=(3 ⊗ 3)◦(. Comme B
engendre U(B) comme alg%ebre dendriforme, le Lemme 9 ci-dessous permet de con-
clure.
Lemma 9. Soient D1 =K · 1 ⊕ D+1 ; D2 =K · 1 ⊕ D+2 deux big2ebres dendriformes et
f : D1 → D2 un morphisme d’alg2ebres dendriformes unitaires. Si D+1 est engendree
par V comme alg2ebre dendriforme et si ( ◦ f = (f ⊗ f) ◦ ( sur V; alors f est un
morphisme de big2ebres dendriformes.
Preuve. On a clairement ((f(1)) = (f ⊗ f)((1). Consid$erons le sous-espace
K :={x ∈ D+1 |((f(x)) = (f ⊗ f)((x)}:
Par hypoth%ese, K contient V . On montre sans diUcult$e %a l’aide des formules (11) et
(12) que K est une sous-alg%ebre dendriforme de D+1 . Comme D
+
1 est engendr$ee par
V , on a K = D+1 , ce qui termine la d$emonstration.
On rappelle le lemme suivant, voir [18, Appendice B, Proposition 3:2].
Lemma 10. Soit f :C → C′ un morphisme de cog2ebres. Si C est connexe et si f
restreint aux primitifs de C est injectif; alors f est injectif.
La proposition suivante joue un roˆle crucial dans la suite.
Proposition 14. Soit B une alg2ebre brace; alors U˜(B) est isomorphe comme cog2ebre
2a Tc(B). Par consequent; PrimU˜(B) = B.
Preuve. On d$eMnit une application lin$eaire f de Tc(B) dans U˜(B) par f(x1 ⊗ · · · ⊗
xn)= ↗ (x1; : : : ; xn). Par le Lemme 2, f est un morphisme de cog%ebres. Comme la
cog%ebre Tc(B) est connexe et f injectif sur B, le Lemme 10 entraWˆne que f est injectif.
D’autre part, la big%ebre dendriforme U˜(B) h$erite comme quotient de D˜(B) d’une
structure de big%ebre dendriforme Mltr$ee. En notant J le noyau du morphisme D˜(B)→
U˜(B), c’est-%a-dire l’id$eal dendriforme de D(B) engendr$e par les  (Corln) − Corln, on
voit aussitoˆt que l’id$eal grJ de D(B) = grD(B) contient les $el$ements  (Corln). Par
cons$equent, gr U˜(B) est un quotient de U˜(B0), o%u B0 d$esigne B munie de la structure
brace nulle. Comme U˜(B0)  Tc(B) comme big%ebre dendriforme, il en r$esulte que
gr U˜(B) est engendr$e comme espace vectoriel par les $el$ements ↗ (x1; : : : ; xn). Par
cons$equent, U˜(B) est aussi engendr$e comme espace vectoriel par ces $el$ements, donc
f est surjective.
On peut maintenant d$emontrer la proposition suivante. La preuve s’inspire de celle
donn$ee par Quillen dans [18, Appendice B, Theorem 4:5].
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Proposition 15. Soit D une big2ebre dendriforme supposee connexe comme cog2ebre et
B:=Prim(D) l’alg2ebre brace des primitifs de D. Alors on a un isomorphisme naturel
de big2ebres dendriformes U˜(B)→ D.
Preuve. Il s’agit de montrer que le morphisme de big%ebres dendriformes naturel 3 de
U˜(B) dans D est bijectif.
Comme U˜(B)  Tc(B) comme cog%ebre, U˜(B) est connexe. Comme 3 est injectif
sur B, 3 est injectif par le Lemme 10. Par cons$equent, en choisissant arbitrairement
un suppl$ementaire de U˜(B) dans D, on voit qu’il existe une application lin$eaire 7 :
D → B telle que 7 ◦ 3 soit la projection canonique p : U˜(B) → B. Mais, comme
U˜(B)  Tc(B) comme cog%ebre, elle a la propri$et$e universelle de la cog%ebre connexe
colibre, c’est-%a-dire il existe un unique morphisme de cog%ebres g : D → U˜(B) tel que
p ◦ g= 7. Comme D est connexe par hypoth%ese et que g restreint aux primitifs B de
D est injectif, g est injectif par le Lemme 10.
D’autre part, g ◦$ est un endomorphisme de la cog%ebre U˜(B) tel que g ◦$ ◦p=p,
donc par la propri$et$e universelle, g ◦$= Id, donc g est aussi surjectif. On conclut que
g est bijectif d’inverse $, donc $ est un isomorphisme de big%ebres dendriformes, ce
qui termine la d$emonstration.
En combinant les Propositions 14 et 15, on obtient le th$eor%eme principal.
Theoreme 1. Le foncteur B → U˜(B) est une equivalence entre la categorie des
alg2ebres braces et celle des big2ebres dendriformes connexes; le foncteur quasi-inverse
etant D → Prim(D).
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